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Gondolkodasi modszerek, halmazok, logika, kombinatorika, grafok
Halmazok
A halmaz, a halmaz eleme

A matematikaban a halmaz, és a halmaz eleme alapfogalom, ezért nem definialjuk. Adott
,dolgok” 6sszességét akkor tekintjik halmaznak, ha egyértelmien eldéntheté réluk, hogy
hozzd tartoznak-e az adott halmazhoz vagy sem. Ha egy ,dologra” all a halmazt definial6
tulajdonsag, akkor azt mondjuk, hogy az a halmaz eleme. Egy halmazban minden eleme
pontosan egyszer szerepel.

Ahalmazokat altalaban nagybet(ivel jeléljuk, pl. A, B, H, ... . Ahalmaz elemének jele: €, ha
valami nem eleme az adott halmaznak, azt altalaban igy jeloljik: ¢. Példaul: ae A, b¢B
esetlegC = C.

Halmazok megadasa

» Felsorolassal: kapcsos zarojelben az elemeket pontos vesszével elvalasztva (a fel-
sorolasok kilonb6z6 sorrendje nem ad kilénbdzé halmazt), példaul: A={1; 3; 5; 6},
B={3,6;9; ...,300}, C={1,3,5 7 ...}.

> Ahalmazt definialé tulajdonsag megadasaval, amely torténhet szévegesen, példaul:

B ={10-nél kisebb pozitiv paros szamok}, vagy szimboélumokkal, példaul:

B={xeZ'|x<10, 2| x|, vagy B={x=2klkeZ", X<10}.

Nevezetes szamhalmazok

Néhany nevezetes szamhalmaznak egyezményes jelélése van:
» N: természetes szamok halmaza: N={0; 1, 2; 3; ...},

» Z: egészszamok halmaza: Z={..,; -2, =10, 1 2, 3; ...},

» @Q: racionalis szamok halmaza: Q:{g

p.geZ q ¢0}, azaz azon szamok halmaza,

melyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, ahol a nevezé nem nulla. (Masképp Q
azon szamok halmaza, amelyek tizedes tort alakja véges, vagy végtelen szakaszos.),

» Q* (vagy/): irracionalis szamok halmaza: azon szamok halmaza, melyek nem irhaték

fel két egész szam hanyadosaként. (Masképpen Q* azon szamok halmaza melyek tizedes
tort alakja végtelen, nem szakaszos.),
» IR: valos szamok halmaza (R=QuQ"~).
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A nevezetes szémhalmazok szemléltetése néhdny elemiikkel
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Ezekbdl képezhetd tobb, gyakran hasznalt jeldlés is, példaul:

» Z': apozitivegész szamok halmaza
» R, : anem pozitiv valos szamok halmaza

Véges és végtelen halmazok, halmazok szamossaga

Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, dres halmaznak nevezzuk. Jele:
& vagy { }.

Ha egy halmaznak véges sok eleme van (tehat elemeinek szama egy természe-
tes szammal megadhato), akkor véges halmaznak nevezzik.

Ha egy halmaz elemeinek a szama nem adhaté meg egy természetes szammal,
akkor azt a halmazt végtelen halmaznak nevezzik.

Egy véges halmaz elemeinek szamat a halmaz szamossaganak nevezzlk.
Az A halmaz szamossagat |A| jeloli.

I Példa: Az A={xeZ|-1<x <7} halmaz véges, és |A|=8; a B=R" halmaz végte-
len.

Feladat (1.): Az aldbbiak kézil valassza ki azon halmazok betdjelét, melyek az Gires halmazt
adjak meg! (2 pont)

A={2-nél nagyobb, paros primek}

B={2}

C ={az x*-10x +26 =0 egyenlet valos megoldasai}
D={aeN|0<a<1}

E={}

v/ Megoldas:

ACE

Ha csak két helyes vdlaszt jeldl meg, 1 pontot kap. Ha helytelen valaszt is megjeldl, nem kap 2 pont
pontot.

Halmazok kozotti relaciok
Két halmaz egyenld, ha ugyanazok az elemeik.
I Példa:Az A={2; 3; 5 7} és B={egyjegy(i pozitiv primek} halmazok esetén A=B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az A halmaz minden eleme eleme
a B halmaznak is. Jele: <.
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Egy A halmaz valodi részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de B-nek
van olyan eleme, mely nem eleme A-nak. Jele: c.

| Példa:Ha A={2; 4} és B={2; 4,5}, akkor AcB.

A részhalmaz fogalmabol adodé legfontosabb tulajdonsagokat az alabbi tételek foglaljak
Ossze.

Barmely halmaz részhalmaza dnmaganak, Ac A.
Barmely halmaznak részhalmaza az tres halmaz, @ c A
Ha AcB és BcC, akkor AcC.

Ha AcB és BcC, akkor AcC.

Ha AcB és Bc A, akkor A=8B.

vvYVvyyvyy

Egy n elemi halmaznak 2" darab részhalmaza van, ahol neN.

Feladat (11./A): Az alabbi halmazok kdzll némelynek valamely valédi részhalmaza is szere-
pel a felsoroltak kozott. Adja meg az alabbi halmazok kézott fennallé 6sszes valodi rész-
halmaz viszonyt! (5 pont)

A={X€N |51x ésx>3}
B ={egyjegyli pozitiv primszamok}

C={5}

D={1,2; ...;10}

+/ Megoldas:

Abrazoljuk a halmazokat Venn-diagramonl! Ppe—
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdl Ki. P
Ekkor lathatd, hogy B D, C<D, CcB, Cc A 4 pont
Kapcsolatonként 1-1 pont jar. Ha részhalmaz jelet haszndl, maximdlis pontot kap.

Osszesen: 5 pont
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Miiveletek halmazokkal

Az A és B halmazok metszete (vagy kozos része) azoknak és csak azoknak az
elemeknek a halmaza, amelyek az A és B halmaznak is elemei. Jeldlése: AnB.

| Példa:Az A={xeZ|1<x<6} ésa B={2; 3; 6; 9} esetén AnB={2; 3}.
Két halmaz diszjunkt (vagy idegen), ha metszetlk az tres halmaz.
| Példa: Az A:{XeZ*|2|X} ésa B={keZ|2k+1} halmazok diszjunktak.

A metszet mivelet legfontosabb tulajdonsagai:
Tetsz6leges A, B és C halmazokra:

> AN =0,

> AnA=A

> AnB=BnA (a metszet mlvelet kommutativ),

> (AnB)NnC=ANn(BNC) (a metszet mivelet asszociativ).

Az A és B halmazok uniéja (vagy egyesitése) azoknak és csak azoknak az ele-
meknek a halmaza, amelyek A-nak vagy B-nek elemei. Jelélése: AUB.

A

| Példa:Az A={xeZ[1<x<6} ésa B={2; 3; 6, 9} esetén AUB={2; 3; 4, 5; 6; 9}.
Az uni6 m(velet legfontosabb tulajdonsagai:
Tetsz6leges A, B és C halmazokra:

> AU =A,
> AUA=A
» AuUB=BUA (azaz a mivelet kommutativ),
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» (AuB)UC=AU(BUC) (azaz a mlvelet asszociativ),
» (AnB)uC=(AuC)n(BUC), (az unié a metszetre nézve disztributiv),

» (AUB)NC=(AnC)u(BNC), (a metszet az uniora nézve disztributiv).

Az A és B halmazok kuldénbsége azoknak, és csak azoknak az elemeknek a hal-
maza, amelyek A-nak elemei, de B-nek nem elemei. Jeldlése: A\B.

Példa: Az A={xeZ|1<x<6| és a B={23 69} esetén A\B={4;5} és
B\A={6; 9.

A kulénbség tulajdonsagai:
Tetsz6leges A halmazra:

> A\A=Q,
> A\Q=A
> O\A=0.
I Megjegyzés: A kilonbség miivelet nem kommutativ és nem asszociativ.

Alegtobb feladatban adott (vagy adottnak tekintiink) egy olyan halmazt, amelynek minden
vizsgalt halmaz részhalmaza. Ezt a halmazt alaphalmaznak, vagy univerzumnak nevezzuk.

Legyen H az univerzum (alaphalmaz), és ennek A valamely részhalmaza!
Az A komplementer halmaza (vagy kiegészité halmaza) H azon elmeinek halmaza, melyek
A-nak nem elemei. Jele: A.

I Példa: H={xeZ|1<x <6} ésaz A={2; 3} esetén A={4; 5}.




A komplementer mivelet tulajdonsagai:

Tetsz6leges H alaphalmaz és Ac H halmaz eseten:

> H=0

> O=H

> A=A

Feladat (l.): Mely halmazm(velet eredményét jel6ltiik az abran? (2 pont)
H]

v/ Megoldas:

Ajeldlt tartomany: C\(AUB).

: ) 5 2 pont
Bdrmely mads helyes megoldds is elfogadhato.

Intervallumok

Az intervallumok a valés szamok dsszefliggé részhalmazai. A szamegyenesen egy sza-
kaszt, vagy félegyenest hataroznak meg. Attol fligg6en, hogy az egyes végpontok hozza-
tartoznak-e az intervallumhoz, adott oldalrél nyitott, illetve zart intervallumrol beszeélink.

Az [a; b] balrdl és jobbrol zart intervallum az a-nél nagyobb vagy egyenlé és a
b-nél kisebb vagy egyenl6 valés szamokat jeldli. Vagyis [a; b]={x|a<x <b, x e R}.

a b

>
L
X

Az la; b] balrél nyitott és jobbrdl zdrt intervallum az a-nal nagyobb és a b-nél
kisebb vagy egyenl6 valos szamokat jeldli. Vagyis |a; b]={x|a<x <b, xeR}.
(e, ®

»
o

a b X

Az [a; b[ balrdl zdrt és jobbrol nyitott intervallum az a-nal nagyobb vagy
egyenl6 és a b-nél kisebb valos szamokat jeldli. Vagyis [a; b[ ={x|a<x <b, x e R},
@ O

’ b X
Az a; b balrdl és jobbrdl nyitott intervallum az a-nél nagyobb és a b-nél ki-
sebb valos szamokat jeloli. Vagyis |a; b[ ={x|a<x <b, x e R}.
o O

a b X
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Példakent definidlunk egy intervallumot, mely a szamegyenes egy félegyenesét hatarozza
meg.

Az [a; oof intervallum jeldli valamennyi a-nal nagyobb vagy egyenlé szamot.
(Az intervallum a o/ —o-nél mindig nyitott.) Vagyis [ a; o« ={xla<x, x eR}.

Feladat (II./B): Jelolje A a 2x+3<25-2x egyenl6tlenség megoldashalmazat, B pedig a
-x°-8+9x >0 egyenlétlenség megoldashalmazat!

a) Hatarozza meg az A és B halmazokat, és dbrazolja 6ket kozos szamegyenesen! (6 pont)

b) Hatarozza megaz AuUB, BN A és B\ A halmazokat! (6 pont)
c) Hany eleml az (AuB)NC halmaz, ha C a pozitiv prim szamok halmaza? (4 pont)
+/ Megoldas:

a)

A 2x+3<25-2x egyenl6tlenséget atrendezve, 4x <22 adddik, ahonnan x <5,5. 1pont

Ekkor A=]-o0; 5,5]. 1pont

Felirva a -x*-8+9x>0 egyenl6tlenséghez tartoz6 masodfokld egyenletet

2 o 'l . 1pont
—x°+9x—-8=0 adadik. Ennek gydkei: x,=1, és x,=8.
Felrajzolva az egyenlet bal oldalan talal- Ay
hat6 masodfokd fuggvény grafikonjat, 124
leolvashato az egyenlétlenség megoldas- 104 y=—x?+9x-8
halmaza.
8+
6.-
4__
2+ 1 pont
-6 —4 —'gz__ 2 4 6 8 1012 14 16 x
4
—6
8t
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.
Innen B=[1, 8]. 1 pont
Az intervallumok k6zos szamegyenesen:
® ® 5
O A 1 pont
| | | | | | | | | »
1 1 1 1 1 LI 1 1 =
55
0 1 5 8
Osszesen: 6 pont
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b)

AuB=]-x; 8],
A pontszém nem bonthatd.

BNA=[1 55,
A pontszém nem bonthatd.

B\A=[5,5; 8].
A pontszém nem bonthatd.

Osszesen:

c)
Mivel (AUB)NC={2; 3; 5, 7},
A pontszém nem bonthato.

igy az (AuB)NC halmaznak 4 eleme van.
A pontszam nem bonthato.

Osszesen:

Logikai szita

2 pont

2 pont

2 pont

6 pont

2 pont

2 pont

4 pont

RETH Barmely két, A és B (véges) halmazra: [AUB|=|A|+|B|~|An B|, valamint tetszéleges
A, B és C halmazok esetén: |AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|BNC|-|C N A+|AnBNC|.

Feladat (II./A): Egy iskola 9. évfolyaman idegen nyelvként angol, vagy német valaszthato.
Tudjuk, hogy mindenki tanul legalabb egy nyelvet, németil 90-en, angolul 130-an, angolul

és németll is 50-en tanulnak. Hanyan jarnak a 9. évfolyamra?

v/ Megoldas:

Legyen A azoknak a halmaza, akik tanulnak angolul, N pedig azoké, akik tanulnak né-
metul.

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbol dertil ki.

Készitsink a feladathoz Venn-diagramot! Ekkor
|A|=130, [N|=90, |[AnN|=50, keressik |AUN|
értéket.

A logikai szita szerint: |[AUN|=|A|+|N|-|AnN|=130+90-50=170.
A 9. évfolyamra 170 f6 jar.
Osszesen:

(6 pon

1 pont

2 pont

2 pont

1pont
6 pont

t)
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Ponthalmazok

Ponthalmazok a koordinata-rendszerben

Feladat (I.): Parositsa az aldbbiakban megadott, illetve a derékszogli koordinata-rend-
szerben abrazolt ponthalmazokat! (2 pont)

A:{(x;y)lx,yeR,y£4}

B={(x

)lx,yeR,x+ys4}
{( y)lx, yeR, |x|s4}

1l 1.
5l 519 EH
2 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
—2—1101 2 3 4\5 6x —2—1101 2 3 4 5 6x —'5—4—3—2—1101 2 3 4x

-2 2 -2
31 3 3

v/ Megoldas:

A-Il. B-I. C-IlL 2 pont

Nevezetes ponthalmazok

A kér (kérvonal) azon pontok halmaza a sikban, melyek egy adott ponttél (a
kor kozéppontjatol) egyenlé (nem nulla) tavolsagra vannak. A kor kozéppontjat a kérvonal
valamely pontjaval 6sszekotd szakasz a kor sugara.

A (zart) kérlap egy adott ponttol (a kozépponttol) egy adott tavolsagnal (a su-
garnal) kisebb vagy egyenl tavolsagra Iévé pontok halmaza a sikon.

A nyilt kérlap egy adott ponttdl (a kozépponttol) egy adott tavolsagnal (a su-
garnal) kisebb tavolsagra lév6 pontok halmaza a sikon.

P
- ~
e >
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/ Y
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)
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/
\ ’
N ’
N v
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Kér(vonal) Zart kérlap Nyilt kérlap




PSR A szakasz felez6pontjan athalado, a szakaszra meréleges egyenest szakaszfe-
lez6 merdlegesnek nevezzuik.

A szakaszfelez6 meréleges pontjainak halmaza megegyezik a szakasz két vég-
pontjatol egyenl6 tavolsagra, a szakasz sikjaban Iévé pontok halmazaval.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy ha egy pont illeszkedik egy szakasz szakaszfelezd
merdleges egyenesére, akkor az a végpontoktdl egyenlé tavolsagra van, illetve, ha
egy pont egyenld tavolsagra van egy szakasz két végpontjatol, akkor az illeszkedik
a szakasz szakaszfelez6 merdleges egyenesére.

e

P

/]

A F B

A szakaszfelezé merdleges egyenes pontjai
egyenld tavolsdgra vannak a szakasz két végpontjaté!

A szogfelezd a szoget két egyenld részre oszto félegyenes, melynek kezdd-
pontja a szog cslcsa.

Egy konvex szog szogfelezbje pontjainak halmaza megegyezik a szog két szaratol
egyenl6 tavolsagra, a szog sikjaban |évé pontok halmazaval.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy ha egy pont il-
leszkedik egy szog szogfelezd félegyenesére, ak-
kor az a pont egyenl6 tavolsagra van a szog két
szaratol, illetve, ha egy konvex szdgtartomany-
ban egy pont egyenlé tavolsagra van a két szar-
tél, akkor az a pont illeszkedik a szog szogfelez

félegyenesére. A szégfelez6 félegyenes pontjai eqyenld
tdvol vannak a szog két szardtol

h

Feladat (I1./A): Adott a koordinata-rendszerben az A(3; 2) ésa B(-5; 6) pont. Hatarozza
meg, hogy a —3x +4y =14 egyenlet( egyenes mely pontja van egyenld tavolsagra az A és
B pontoktol! (12 pont)

v/ Megoldas:

Az A és B pontoktol egyenld tavolsagra lévé pontok halmaza a sikon az AB szakasz
szakaszfelezd merdéleges egyenese. 1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.

Az AB szakasz felezépontjanak koordinatai: F(@; 2+76) =F(-1 4). 1pont
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) y—— X~

A felirand6 AB szakaszfelez6 meréleges egyenesének egy normalvektora az

- 1pon
AB((-5)-3; 6-2). pont
AB(-8; 4) 1pont
Az AB szakasz szakaszfelezé mer6leges egyenesének egyenlete: ’ .
f:-8x+4y=(-8)-(-1)+4-4, azaz pon
f:—8x+4y=24. 1 pont
A keresett pont koordinatait az e és f egyenesek egyenletébdl allo linearis egyenlet-
rendszer megoldasabol kapjuk.
51 f:—8x+4y=24
—8x+4y=
-1 y
B
e:-3x+4y=14
1 pont
A
-'645_'4/3_'2-'1101' 2 3 45 6 7 8x
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdl Ki.
-3x+4y=14
1 pont
—-8x+4y=24 —)g:@=6+2x

Ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve: —3x+4(6+2x)=14 adodik, ahonnan 1 pont
24+5x =14, innen pedig x =-2. 1 pont
Ekkor y=6+2-(-2)=2. 1pont
A keresett pont: P(-2;2). 1 pont
Osszesen: 12 pont

Feladat (Il./A): Hatarozza meg azon pontok koordinatait a derékszog( koordinata-rendszer-

ben, melyek az x tengelyt6l 3, az origotdl pedig 5 egység tavolsagra vannak! (13 pont)
v/ Megoldas:

Az x tengelytdl 3 egysegre lévé pontok az y =3 es az y=-3 egyenleti egyeneseken

pont

helyezkednek el.

Az orig6tol 5 egységre |évé pontok halmaza a sikon az origd kozéppontd, 5 egység

sugarl k kor. 1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbaél derdil ki.

Ennek egyenlete: k:x?+y?® =25. 1pont
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Matematikai logika - .. 2

y=3 y=-3
A keresett pontok koordinataitaz <, , ésazy , , egyenletrendsze-
X +y =25 X +y =25

rek megoldasa adja.

1 pont

Q
o
Il
|
w
| |
S U

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.

Az elsG egyenletrendszerbél az x° +3° =25 egyenlet adddik behelyettesitéssel, ahon-

. 2 pont
nan x°=16, vagyis x,=4,x,=—4.

Innen a keresett pontok: P,(4;3) és P,(-4;3).

) 2 pont
Megolddsonként 1-1 pont jar

Az masodik egyenletrendszerbdl az x* +(-3)* =25 egyenlet adodik behelyettesitéssel,

ahonnan x° =16, vagyis x,=4, x,=— 4. 2 pont
Megolddsonként 1-1 pont jar.

Innen a keresett pontok: P,(4;-3) és P,(~4;-3). 2 pont
Megolddsonként 1-1 pont jar.

Osszesen: 13 pont

Matematikai logika
Az itéletkalkulus fogalmai

Azokat a kijelenté mondatokat, melyekrél egyértelm(en el lehet dénteni, hogy
igazak vagy hamisak, itéleteknek, dllitdsoknak vagy kijelentéseknek nevezzik. Az itélete-
ket nagybetivel irjuk. Az itélet igaz, vagy hamis voltat az itélet logikai értékének nevez-
zlk. Jele pl.: |A|=ijeldli, hogy az A allitas logikai értéke igaz.

Példa:

> A:Ahdrom primszam. Ez az dllitas igaz, vagyis |A|=i.

> B: A paralelogramma atléi merélegesek egymasra. Ez az allitas hamis (hiszen agy
értjik, hogy minden paralelogramma atl6i merélegesek egymasra), vagyis |B|=h.

N ¢
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n

Feladat (I.): Az alabbi allitdsok mindegyikérdl dontse el, hogy igaz-e, vagy hamis! (3 pont)
» A:Ha egy szam oszthat6 10-zel, akkor oszthato 5-tel.

> B:Barmely két primszam 6sszege paros.

» (:Az1cm sugarl kér terilete fele a 2 cm sugaru kér teriletének.

v/ Megoldas:

A:igaz; B: hamis; C: hamis. (|A|=i; |B|=h; |C|=h.) 3 pont
Helyes vdlaszonként 1-1 pont jar.

Logikai miiveletek

Allitdsokbol példaul azok tagadasaval vagy kiilonbozé kétészavakkal valo 6sszekapcsola-
saval Ujabb, dsszetett allitasokat tudunk eldallitani. llyenkor az itéleteken logikai mdvele-
teket végzink. A mivelet igazsdgtdbldzata irja le azt, hogy egy adott miivelet adott logi-
kai értékd itéletekbdl milyen logikai értéki dsszetett allitasokat képez. Logikai miveletet
az igazsagtablazataval definialunk.

Negacio (tagadds)

s sz

Igazsagtablazata:
A —A
[ h
h i
I Példa: A: Akettd primszam. —A: A kett6 nem primszam.

Feladat (I.): Az alabbi allitasok kozott néhdnynak a tagadasa is szerepel. Melyek ezek, és
melyiknek mi a tagadasa? (2 pont)
» A:Minden tehén foltos.

» B:Van nem foltos tehén.

» C:Nem minden tehén foltos.

> D:Ha egy allat foltos, akkor az tehén.

v/ Megoldas:

A tagadasa B.
A tagadasa C.
B tagadasa A. 2 pont
C tagadasa A.

2 helyes kapcsolat ér 1-1 pontot.




Matematikai logika o

Konjunkcio (és)
Az A, illetve B allitas konjunkcidjanak jele AAB. Olvasata: ,A és B".
lgazsagtablazata:

A B AAB
i i i
i h h
i h
h h

Megijegyzés: Az ,és” kotdszon kivil gyakran hasznaljak még a s, dm, meg, de stb.
kotészavakat is.

I Példa: A: Péntekvan. B:Fljaszél. AAB: Péntekvan és fuj a szél.
Diszjunkcio (vagy)

Az A, illetve B allitas diszjunkciojanak jele Av B. Olvasata: ,Avagy B”.
lgazsagtablazata:

A B AvB
i i i
i h i

i i

h h

Megjegyzés: Avagy itt, és a matematikaban legtdbbszor, Ugynevezett ,megengedd
vagy”. Ez azt jelenti, hogy akar csak az egyik, akar csak a masik, de akar mindketté
allitas is teljesulhet. Létezik Ugynevezett ,kizard vagy” is, amely egyszerre csak az
egyik allitas teljestilését engedi meg. A magyar nyelvben ezt leginkabb hangsullyal,
esetleg a vagy-vagy kot6szoval fejezzik ki.

| Példa: A: Péntekvan. B:Fujaszél. AvB: Péntekvanvagy fij a szél.

Feladat (L.): Tudjuk, hogy Anna este nem volt moziban, és elkészitette a hazi feladatat.
Az alabbi allitasok mindegyikérdl dontse el, hogy igaz-e, vagy hamis! (4 pont)
» A:Anna este moziban volt.

> B:Anna este elkészitette a hazi feladatat, vagy moziban volt.

> (: Anna este elkészitette a hazi feladatat, és nem volt moziban.

> D: Anna este a moziban készitette el a hazi feladatat.

v/ Megoldas:

A:hamis, B: igaz, C: igaz, D: hamis.

5 2 > 4 pont
Helyes valaszonként 1-1 pont jar.
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D - rs2;

Implikacio (ha ..., akkor ...)

Jele A— B. Olvasata: ,ha A, akkor B” vagy ,A implikalja B-t".
lgazsagtablazata:

A B A—>B
i i i
i h h
h i i
h h i

Megjegyzés: A-t szokas az implikacio el6tagjanak nevezni, mig B-t az utotagjanak.
Az igazsagtablazathol megfigyelhet6, hogy az implikacio csak akkor hamis, ha az
el6tag igaz, de az utdtag mégis hamis.

Példa: Az A— B-t olvashatjuk igy is: ,A elégséges B-hez" (A elegendd feltétele
B-nek), illetve ,B sziikséges A-hoz” (B szlkséges feltétele A-nak). Szemléltetésként
tekintstk az A: Fuj a szél. B: Mozognak a fék levelei. itéleteket. Ekkoraz A— B: Ha
fuj a szél, akkor mozognak a fak levelei. Ekkor az, hogy fUj a szél, elegendé ahhoz,
hogy mozogjanak a fak levelei. Ahhoz pedig, hogy tudjuk, hogy fuj a szél, szikséges,
hogy mozogjanak a fak levelei, mivel mozdulatlan levelek esetén biztos nem fUj a
szél. Azonban az, hogy mozognak a fak levelei, nem elegend6 ahhoz, hogy tudjuk,
fuj a szél, hiszen példaul egy a fa térzsét razé ember is lehet az ok.

Feladat (l.): Tekintstk az alabbi allitast:
A: Az a haromjegyl pozitiv egész szam oszthat6 12-vel.

Az alabbi B, C, D allitdsok mindegyikénél jeldlje, hogy az adott allitds A-nak szikséges (de
nem elegendd), elegendé (de nem sziikséges), vagy sziikséges és elegendd feltétele-e!

(3 pont)
» B:Azaszam oszthatd 24-gyel.
» (. Az g szam szamjegyinek 6sszege oszthat6 3-mal.
» D:Az aszam oszthato 3-mal és 4-gyel.
+/ Megoldas:
B elegendé feltétele A-nak. 1 pont
C szlikséges feltétele A-nak 1 pont
D szlkséges és elegendd feltétele A-nak. 1 pont
Osszesen: 3 pont

Megjegyzés: Ha egy implikacioban felcseréljuk az el6tagot és az utotagot, akkor
az implikacio megforditasat kapjuk. Példaul a ,Ha fUj a szél, akkor mozognak a fak
levelei.” allitds megforditasa: ,Ha mozognak a fak levelei, akkor fuj a szél”
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Kombinatorika

2

Feladat (1.): Tekintstk az alabbi allitast:
A: Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor téglalap.

Fogalmazza meg az A allitas megforditasat! Adja meg az A allitas, és az A allitas megfor-
ditasanak logikai értékeét! (3 pont)

v/ Megoldas:

Az A dllitas megforditasa: Ha egy négyszog téglalap, akkor kozéppontosan szimmetrikus.

Mds, helyes megfogalmazads (pl. A téglalap kézéppontosan szimmetrikus.) is elfogadhata. Tpont
Az A allitas hamis. 1 pont
Az A allitas megforditasa igaz. 1pont
Osszesen: 3 pont

Ekvivalencia (akkor, és csakis akkor, pontosan akkor)

Jele A< B. Olvasata: ,A akkor és csakis akkor, ha B".
lgazsagtablazata:

A B Ao B
i i i
i h h

i h

h i

Példa: A: Az g egész szam oszthatd 10-zel. B: Az g egész szam utolsd szamjegye 0.
A< B: Az g egész szam akkor és csak akkor oszthat6 10-zel, ha utols6 szamjegye 0.

Feladat (1.): Valassza ki az alabbi allitdsok kozul az ekvivalenseket!

> A:Az ABCD négyszdg atldi merélegesek egymasra.
> B:Az ABCD négyszog kdzéppontosan szimmetrikus.

> (: Az ABCD négyszdg paralelogramma. (2 pont)
v/ Megoldas:
B és C ekvivalensek (B «> (). 2 pont

Kombinatorika

A kombinatorika ,a véges halmazok tudomanya”. Az elemi kombinatorika vizsgalati tar-
gyat véges szamu elem sorba rendezése, illetve véges szamu elembél néhany kivalasztasa
adja. Bar a kombinatorika targykore ennél joval szélesebb, a kdzépszintli érettségi vizsgan
csak néhany, Un. alapvetd 6sszeszamlalasi madszert kell ismerni, illetve az ezek olykor
Osszetett alkalmazasara vezet6 problémat kell megoldani.
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Permutaciok

n elem egy adott sorrendjét, ezen elemek permutdciéjanak nevezziik. Ha az
elemek mind kilénbdzbek, ismétlés nélkdili permutdciérol beszéllnk.

UGG n kilonbdz6 elem 6sszes permutacidinak szama: nl=1-2-3-...-n.

ol=1, 1=1.

Feladat (I.): Egy Uszbéverseny dontéjében hatan értek célba. Hanyféleképpen alakulhat a
befuték sorrendje, ha nincs holtverseny? (2 pont)

v/ Megoldas:

Az elsé helyen hatuk kozul barki beérkezhetett. A masodik helyet mar csak a maradék
ot ember kozil szerezhette meg valaki, s a tobbi helyezésnél hasonléképpen; mindig
az el6zénél eggyel kevesebb a lehetdségek szama az adott helyezésre. Mivel ezen lehe-
téségek fliggetlenek egymastol (az elsé utan barki befuthat a tobbiek kozul, és igy to-
vabb a tobbi helyezettre is), igy az 8sszes lehetdségek szama: 6-5-4-3-2-1=720(=6!).
Kevésbé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

2 pont

Feladat (I.): Ot fili, Andor, Baldzs, Csaba, Dénes és Erik felsorakozott. Tudjuk, hogy Andor
all a sor legvégén, és azt is, hogy Baldzs kdzvetlenul Dénes el6tt all. Hany kalonféle sor-
rendben allhatnak a fitk? Adja is meg ezeket a sorrendeket! (4 pont)

v/ Megoldas:

Mivel Andrds a sor végén all, vele gyakorlatilag nem is kell szamolnunk. A maradék

négy fil kozil Balazs kozvetlenil Dénes elétt all, igy 6ket sorrend szempontjabdl te-
kinthetjuk egynek. Ekkor tulajdonképpen mar csak harman vannak. Sorrendjeik szama 2 pont
ekkor: 31=3-2-1=6.

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddasbdl dertil ki.

A lehetséges sorrendek a kovetkezék (a fitkat neviik kezdébetdjével jeloltik):
B, D, Cs, E A

B,D, E Cs A

Cs,B,D,E A

E,B D, Cs A

Cs,E,B,D,A

E,Cs,B,D A

Ha csak 3 jé sorrendet ir, nem kap pontot. 4 vagy 5 jo sorrend 1 pontot ér.

Osszesen: 4 pont

2 pont

Adott n elem, amelyekbdl k,, k,, ki, ..., k., egyforma. Ezen elemek egy sorrend-
jetnelem k,, k,, ks, ..., k,, ismétlési tenyez6jl ismétléses permutdcidjanak nevezzik.

m

WEEH n elem Kk, k,, ks, ..., k,, ismétlési tényez6jli ismétléses permutacidinak szama:
n!
ktkten k)
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Kombinatorika

Feladat (L.): Egy hétjegy( telefonszam a 3, 3, 3, 6, 6, 6, 6, szamjegyekbdl all, csak azt nem
tudjuk, hogy milyen sorrendben. Hany ilyen telefonszam lehetséges? (3 pont)

v/ Megoldas:

; ; L7
A lehetséges telefonszamok szama: el 2 pont

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbdl derdl Ki.

igy 35 a feltételeknek megfeleld telefonszam lehetséges. 1 pont
Osszesen: 3 pont
Variaciok

Adott n kilénb6zd elem. Az ezekbdl tetszélegesen kivalasztott k kilonbozé

..........

(Azaz ezek szama azt mutatja meg, hogy n kilénbozé elembdl hanyféleképpen tudunk
kivalasztani k kiillonbozé elemet, ha a kivalasztas sorrendjére is tekintettel vagyunk.)

LG n elem k-ad osztalyl ismétlés nélkdili varidcidinak szama:

(ni!k)! =n-(n=1)-(n=2)-...-(n—k+1).

Feladat (1.): Egy 28 f6s osztaly valaszt el6szor egy osztalyelnokot, majd egy elnokhelyet-
test. Hany kilonb6z6 kimenetele van a valasztasnak, ha ugyanaz a személy nem téltheti
be mindkét poziciot egyszerre? (2 pont)

v/ Megoldas:

Az elnok barki lehet a 28 diak kozul, mig a helyettese az elnok személyétél flggetlendl
a maradék 27 f6 barmelyike lehet. Igy a lehetésegek szama: 28-27 = 756. 2 pont

Kevésbé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

Adott n kulénb6z6 elem. Ha az n elembdl kivalasztott k elem kozott az n elem
barmelyike toébbszor is ismétlédhet, akkor az igy nyert variaciot n elem k-ad osztalyu is-

......

.....

Feladat (I.): Egy pénzérmével haromszor dobunk egymas utan. Hany kilénboz6 dobasso-
rozat alakulhat ki, ha a dobasok sorrendjét is figyelembe vessziik? (2 pont)

v/ Megoldas:

Egy dobasnak két kilonboz6 kimenete lehet (nevezziik ezeket fejnek és irasnak). Az
els6 dobas eredménye tehat kétféle lehet, a masodiké ettél figgetlenill szintén kétféle,
akércsak a harmadik dobasé. igy az 8sszes lehetséges kimenetel szama 2°=8.
Kevésbé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

2 pont
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Feladat (I./A): A9, 8,7, 6,5, 4 szamjegyek felhasznalasaval haromjegy( pozitiv egész sza-
mokat kepeztlnk, egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk. Ezek kézott hany olyan

van amely
a) csupa kilonbozé szamjegybdl all, (2 pont)
b) nem oszthat6 5-tel, (5 pont)
c) oszthato 4-gyel? (5 pont)
+/ Megoldas:

a)

Az els6 helyen hatfele szamjegy szerepelhet. A masodikon mar csak 6t, mig a harmadi-
kon négy, egymastdl fliggetlenll. Igy a lehetéségek szama: 6-5-4=120. 2 pont

Kevésbé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

b)
I. megoldas:

A komplementer leszamlalas modszerét kdvetve szamoljuk 6ssze az ottel oszthato
szamok szamat. 1pont

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbdl derdl Ki.

Ekkor az elsé ket helyi értéken 6-6-féle szamjegy allhat, mig az utolson csak egy, az 5. 1 pont

Ezen lehet6ségek szama: 6-6-1=36. 1 pont
Az 6sszes lehetdségek szama: 6-6-6 =216. 1 pont
Az 5-tel nem oszthatd szamok szama: 21636 =180. 1pont
Osszesen: 5 pont
Il. megoldas:

Ha a szam nem oszthatd 5-tel, akkor nem 5-re végzédik. 1 pont
Ekkor az utolsé helyi értéken csak 6tféle szamjegy allhat (9, 8, 7, 6, 4). 1pont
Az els6 két helyi értéken 6-6-féle szamjegy allhat. 1 pont
Az 5-tel nem oszthaté szamok szama: 6-6-5=180. 2 pont
Osszesen: 5 pont

4]

Egy legalabb kétjegyli pozitiv egész szam pontosan akkor oszthat6 4-gyel, ha az utolso

két szamjegyébdl allé szam oszthatd 4-gyel. 1 pont
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbol derdil Ki.

Igy a szam lehetséges végzédései: 44, 48, 56, 64, 68, 76, 84, 88, 96. 1 pont
Ez 9 lehetGség. 1 pont
Az elsé helyi értéken barmelyik szamjegylnk allhat. 1 pont
Az 4-gyel oszthatd szamok szama: 6-9=54. 1 pont
Osszesen: 5 pont
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Kombinatorika .. :

Feladat (1.): Hany kilonb6z6, haromjegyli pozitiv egész szam képezhetd a 0, 1, 7 szamje-
gyek felhasznalasaval, ha

a) a jegyek ismétlddhetnek, (2 pont)
b) minden szamjegy pontosan egyszer szerepel? (2 pont)
v/ Megoldas:

a)

Az elsé helyen (a szazasok helyén) 0 nem allhat, igy ott csak kétféle szamjegy szerepel-
het. A tébbi helyi értéken pedig ettdl, és egymastdl fliggetlenll mindharom szamjegy
allhat, igy a lehetdségek szama: 2-3-3=18.

Kevéssé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

2 pont

b)

Az elsé helyen (a szazasok helyén) 0 nem allhat, igy ott csak kétféle szamjegy szere-

pelhet. A kdvetkezd helyi értéken is csak kétféle szamjegy allhat, hiszen szerepelhet

ugyan a 0, de az, amit az elsé helyre irtunk, mar nem. Igy az utolsé helyiértéken mar 2 pont
csak egyféle szamjegy allhat, vagyis a lehetéségek szama: 2-2-1=4.

Kevéssé részletes gondolatmenet is maximdlis pontot ér.

Kombinaciok

Egy n elemi halmaz k elem( részhalmazait, n elem k-ad osztalyu ismétlés
nélkdili kombindciéinak nevezzik. (Azaz ezek szama azt mutatja meg, hogy n kilénboz6
elembdl hanyféleképpen tudunk kivalasztani k kilonbozd elemet, ha a kivalasztas sor-
rendjére nem vagyunk tekintettel.)

n
Ha n és k természetes szamok (n>k), akkor az (kj alaku kifejezéseket bino-

n n!
midlis eqydtthatéknak nevezziik, és (kJ = K-(n—K)! maodon értelmezziik.

n
| Megjegyzés: Az (kj kifejezést ,n alatt a k™nak olvassuk.

A binomialis egyltthatok néhany fontos tulajdonsagat az alabbi tétel foglalja dssze.

n és k természetes szamok (n>k). Ekkor:

o) () (R )

n elem k-ad osztalyd ismétlés nelkili kombinaciéinak szama:
n n!
k)" kl-(n—k)
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Feladat (I.): Orvosi sziirévizsgalaton a 26 f6s osztalybdl az elsé csoportban 6-an mennek
be az orvosi rendel6be. Hanyféleképpen valaszthatjuk ki az osztaly tanul6i kozil az els6

csoportba tartozokat? A valaszt egyetlen szammal adja meg! (2 pont)
v/ Megoldas:
RN . 26) 26l
A kivalasztasok szama: =———=230230. 2 pont
6 ) 6!-20!

Feladat (I1./B): Egyik héten az 6tds lotto sorsolasan kihGzott szamok szorzata paros lett.
Hanyféleképp lehetséges ez? (Az 6tos lottd sorsolasan az 1-90 szamokbol hiiznak ki 6t6t.)

(8 pont)
v Megoldas:
A kihtzott szamok szorzata akkor paros, ha van paros szam a kihtzottak kozott. 1 pont
A komplementer eseteket figyelembe véve, szamoljuk 6ssze azokat az eseteket, ame-
lyekben a kihlzott szamok szorzata paratlan! Ez ugyanis csak akkor lehetséges, ha 1 sont
minden kihtzott szam paratlan. pon
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdl Ki.
Az 1-t6] 90-ig terjedd pozitiv egész szamok kdzott 45 paratlan van. Sp—
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbadl derdil ki. P
P . - ,
Ezek kozll 6tot 5 =1221759-féle modon tudunk kivalasztani. 1 pont
. P Ja z 90
Az 0sszes lehetdségek szama: 5 |7 43949 268. 2 pont
igy azon esetek szama, amikor a kihtzott szamok kozétt van paros, s ezéltal a kihtzott
90 45
szamok szorzata is paros: ( 5 ]—[ 5 ]:42 7275009. 2 pont
Osszesen: 8 pont

Grafok

Grdfnak nevezzlk azon pontok (vagy mas néven csticsok) és élek halmazat,
ahol minden élre egy, vagy két pont illeszkedik, valamint minden él pontbél indul ki és
pontba érkezik.

Megjegyzés: Az élek nem feltétlenul egyenes vonalak, s bar metszhetik egymast a
graf csucsaitol kilonb6zé pontokban, de e metszéspontok nem cslcsai a grafnak.

Grdfok
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Egy grafot véges grdfnak neveziink, ha cstcsainak szama véges.

Ha a graf két cslicsa tobb éllel is 6ssze van kotve, akkor a két cstcs kozti éleket
parhuzamos vagy t6bbszdrds élnek nevezziik.

) )

Grdf tébbszords éllel

Ha egy él két végpontja azonos, akkor azt az élt hurokéinek nevezzik.

o7

Graf hurokéllel

Az egy csticsbol induld élek szamat a cstics fokszémanak nevezzik.

3 1
3M
0®

Grdf a cstcsok fokszamaival

Megijegyzés: A hurokél a cslicsa fokszamanal kettének szamit, mivel Ggy tekintjik,
hogy az adott cstcs a hurokél mindkét végpontja.

Izoldalt pontnak nevezziik, az olyan pontot, amelybél nem indul ki él.
[N [
Graf izoldlt ponttal

Az olyan grafot, amely tetszbleges csucsabol az élek mentén eljuthatunk bar-
melyik masik cstcsba, dsszefiliggd grafnak nevezzik.

'L

Osszefiiggd graf
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Azt a grafot, amely nem tartalmaz sem hurokélt sem parhuzamos élt egyszerd
vagy ismeretségi grdfnak nevezziik.

Egyszert graf

Feladat (I.): Egy 6 tagl tarsasagban mindenkinek harom ismerése van jelen. Szemléltes-
sen graffal egy ilyen ismeretségi rendszert! (Az ismeretség kélcsonos.) (2 pont)

v/ Megoldas:

2 pont

Bdrmely mas, helyes megoldds is maximdlis pontot ér.

Feladat (I1./B): Ot jatékos egyfordulds pingpong kormérkézést jatszik egymassal, egyes-
ben. Andras mar jatszott Beaval, Cilivel, Dénessel és Elemérrel is, és ezen kivill Bea jat-
szott mar Cilivel és Dénessel is. Tudjuk, hogy Elemér jatszott Cilivel is.

a) Szemléltesse graffal az eddig lezajlott mérk§zéseket! (2 pont)

b) Kiderult, hogy ketten eltitkoltak, hogy jatszottak egymassal, igy egyedll Dénesnek volt
a legkevesebb lejatszott mérkézése ebben a jatéksorozatban. Kik titkoloztak? (Valaszat

indokolja!) (3 pont)
v/ Megoldas:
a)
A
E
B 2 pont
b C
b)

Jelenleg Elemérnek és Dénesnek is 2-2 lejatszott mérk§zése van, s ez a legkevesebb.
igy Elemérnek jatszania kellet még valakivel, hogy neki is ketténél tébb lejatszott mér-
kézése legyen. Ez vagy Bea, vagy Dénes. Dénes nem lehet, mert akkor neki, Beanak,
Cilinek is és Elemérnek is 3-3-3-3 lejatszott mérkdzése lenne, s az lenne a legkevesebb.

2 pont
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1 pont

Osszesen:

Feladat (1.): Rajzoljon olyan 5 cstcsu egyszer(i grafot, amelyben 4 csics fokszama: 4, 4, 3,
31 Mennyi az 6todik cstcs fokszama?

(3 pont)
v/ Megoldas:

4

3 4 2 pont
3

Az dbra a fokszamok feltiintetése nélkdl is maximalis pontot ér. Lényegében egy, a feladat
feltételeinek megfeleld konstrukcio létezik.
Az dtodik cstcs fokszama 2. 1 pont
Osszesen: 3 pont

Az olyan egyszer( grafot, amelynek barmely két cstcsat él koti dssze teljes
grafnak nevezzuk.

4 csucsy teljes graf

Z A P : n(n-1
Az n csUcsU teljes graf éleinek szama: %

Feladat (l.): Egy 8 tagu tarsasagban mindenki mindenkivel pontosan egyszer fog kezet.
Hany kézfogas tortént dsszesen?

(3 pont)
v/ Megoldas:
A kézfogasokat gy is tekinthetjlik, mint egy olyan 8 csucsu teljes graf éleit, amelynek
cslcsai a tarsasag tagjai. 1pont

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.
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‘ . Gondolkodasi médszerek, halmazok, logika, kombinatorika, grafok

igy a kézfogasok szama: EAE=T) 1 pont
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdl Ki.

Azaz 28 kézfogas tortént. 1pont
Osszesen: 3 pont

Feladat (II./B): Hat csapat kozotti lejatszott mérkdzéseket szemlélteti az alabbi abra. Az
6sszes mérk§zések hany szazaléka van még hatra, ha minden csapat minden masik csa-

pattal pontosan egyszer jatszik? (6 pont)
+/ Megoldas:
A mérkdzéseket Ugy is tekinthetjik, mint egy olyan 6 cstcsU teljes graf éleit, amelynek
cslcsai a csapatok. 1pont
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbdl dertil ki.
. ) o . 6:(6-1)
Igy az 6sszes mérkdzések szama: 5 =75, 2 pont
Eddig 6 mérkézést jatszottak le, igy még 15—-6=9 mérkézés van hatra. 1 pont
Ekkor 2. 0,6. 1pont
15
igy az 6sszes mérkdzések 60%-a van még hatra. 1pont
Osszesen: 6 pont

LG R Barmely grafban a csticsok fokszamanak 6sszege az élek szamanak kétszeresével
egyenl6 (tehat paros).

Megjegyzés: A fenti tétel egyik gyakran hasznalt kovetkezménye, hogy véges graf-
ban a paratlan fokszamu cstcsok szama paros.
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